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Magistrsko delo Magistrskega študijskega programa II. stopnje
STROJNIŠTVO
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Mentor: doc. dr. Gregor Čepon, univ. dipl. inž.
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Dinamska analiza kompleksnih struktur je računsko zahtevna, zato se poslužujemo
delitve strukture na več podstruktur. Vsako izmed podstruktur analiziramo ločeno
in z metodami redukcije zmanǰsamo število njenih prostostnih stopenj, nato pa pod-
strukture sklopimo v celoto, kar omogoča hitreǰso analizo. V prvem delu magistr-
ske naloge je predstavljena geometrijsko linearna formulacija končnega elementa ter
Craig–Bamptonova in Rubinova metoda redukcije modelov. V drugem delu magistr-
ske naloge je formulacija končnega elementa razširjena z nelinearno zvezo med pomiki
in deformacijami, kar predstavlja geometrijsko nelinearnost. Zaradi nelinearnosti sis-
tema je potrebna tudi nadgradnja redukcijske metode. Dinamski odziv smo izračunali
z uporabo analitičnih enačb, analizo celotne strukture z metodo končnih elementov in














Dynamic analysis of complex structures can be very demanding, therefore such structu-
res are being divided into several substructures. Each of the substructures is analysed
separately and the number of degrees of freedom is reduced using model order re-
duction methods. Then the initial structure is obtained by assembly of the reduced
substructures, providing faster analysis. In the first part of the dissertation geome-
trically linear formulation of the finite element and Craig–Bampton model reduction
method is presented. In the second part of the dissertation the finite element formu-
lation is upgraded using nonlinear displacement – deformation relations. Due to the
geometrical nonlinearity of the system also reduction methods have to be upgraded.
The comparison of the beam dynamic responses, obtained by analytical equations, fi-
nite element analysis of the complete structure and use of model reduction method
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Slika 4.13: Linearni odziv z upoštevanjem petih lastnih oblik. . . . . . . . . . . 50
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ȧ časovni odvod spremenljivke a
ä dvojni časovni odvod spremenljivke a
δa variacija spremenljivke a
ã spremenljivka a v izoparametričnem prostoru
A m2 površina
Ar / logična matrika, ki definira prostostne stopnje v kontaktu
B m širina
b N/m3 vektor volumskih obremenitev
B1D / vektor odvodov oblikovnih funkcij
BL / linearna matrika, ki povezuje prostostne stopnje in odvode
pomikov
BNL / nelinearna matrika, ki povezuje prostostne stopnje in odvode
pomikov
c / matrika konstant
C Ns/m dušilna matrika
D / Hookova reološka zveza med napetostjo in deformacijo
f N vektor točkovnih obremenitev
F N sila
E Pa modul elastičnosti
F / deformacijski gradient
g N vektor povezovalnih sil
G m/N elastična prožnostna matrika
Gr m/N prožnostna matrika ostankov
H m vǐsina
HL / linearna matrika konstant
HNL / nelinearna matrika odvodov pomikov
I m4 vztrajnostni moment
I / identična matrika
J / Jacobijeva matrika
k N vektor notranjih elastičnih sil
K N/m togostna matrika
Kt N/m
2 tangentna togostna matrika
L m dolžina
L / matrika monomov
M kg masna matrika
N 1D / vektor oblikovnih funkcij
Nodv / matrika odvodov oblikovnih funkcij
N / matrika oblikovnih funkcij
p Pa napetostni vektor oz. vektor ploskvnih obremenitev
P W moč
xix
r N vektor ostankov sil
q m rad generalizirana prostostna stopnja
q m rad vektor fizikalnih prostostnih stopenj
R / redukcijska matrika
t s čas
u m pomik v smeri x-osi
u m vektor polja pomikov
v m pomik v smeri y-osi
w m pomik v smeri z-osi
Ws W/m
3 sprecifična mehanska moč
Wnot W notranje virtualno delo
Wzun W zunanje virtualno delo
γr / modalna togost
ϵ / komponenta deformacijskega tenzorja
ϵ / deformacijski tenzor
η m rad vektor modalnih prostostnih stopenj
Θ / matrika modalnih odvodov
λ / razteg
µ kg/m masa na enoto dolžine
µr / modalna masa
ν / Poissonovo število
ξ / vektor modalnih koordinat drugega reda
ρ kg/m3 gostota
σ Pa komponenta napetostnega tenzorja
σ Pa napetostni tenzor
ψ / oblikovna funkcija
ϕ / vektor odvodov pomikov
φ / lastni vektor
Φf / lastne oblike prostih povezav
Φr / lastne oblike togega telesa
Φi / lastne oblike fiksnih povezav
Ψc / omejitvene lastne oblike
Ψr / numerične pritrditvene lastne oblike
ω rad/s krožna frekvenca
ω2 rad2/s2 lastna vrednost
Indeksi
E inženirska mera
GL Green - Lagrangeva mera
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Na področju strukturne dinamike je razvoj računalnǐstva omogočil numerično analizo
kompleksnih struktur. Zahteve po tovrstnih analizah se povečujejo predvsem zaradi
potrebe po optimizaciji izdelkov s stalǐsča vibracij, hrupa in zdržljivosti pred dejansko
izdelavo. Z uporabo validiranih numeričnih modelov lahko močno skraǰsamo čas ra-
zvoja izdelka in zmanǰsamo število potrebnih eksperimentov.
Med numeričnimi metodami za dinamsko analizo je najpogosteje uporabljena metoda
končnih elementov, ki omogoča reševanje fizikalnega problema diskretiziranega modela
strukture. Računalnǐska zmogljivost kljub izredno hitri rasti ne dosega potreb, ki se po-
javljajo v inženirski praksi. Število prostostnih stopenj kompleksnega modela je lahko
zelo veliko, zato je reševanje problema računsko zahtevno in dolgotrajno. Reševanje
lahko poenostavimo z delitvijo kompleksne strukture na manǰse podstrukture. Koncept
delitve na primeru letala prikazan na sliki 1.1. Vsako izmed podstruktur analiziramo
ločeno in z metodami redukcije zmanǰsamo število njenih prostostnih stopenj. Poeno-
stavljene podstrukture nato sklopimo v celoto in s tem zmanǰsamo računsko zahtevnost






Slika 1.1: Delitev na podstrukture.
1
1. Uvod
Mehanske sisteme pogosto delimo na linearne in nelinearne. Dinamska analiza ne-
linearnih sistemov je računsko mnogo zahtevneǰsa od analize linearnih sistemov, saj
zahteva iterativno reševanje. Reševanje nelinearnega problema je potrebno v primerih,
ko obravnavamo materiale z nelinearno napetostno deformacijsko karakteristiko (npr.
polimeri), obravnavamo prožne konstrukcije, pri katerih se pojavljajo velike deforma-
cije (npr. letalsko krilo) ipd. V magistrskem delu bo predstavljena primerjava med
analizo linearnega in geometrijsko nelinearnega modela.
1.2. Cilji naloge
Cilj magistrskega dela je nadgradnja metod podstrukturiranja za analizo linearnih di-
namskih modelov geometrijsko nelinearnih sistemov s poudarkom na metodi končnih
elementov in področju podstrukturiranja. Pozornost bomo namenili predvsem for-
mulaciji geometrijsko nelinearnega končnega elementa in formulaciji metod redukcije
modelov.
V prvem delu so predstavljene osnove področja mehanike kontinuuma, pri katerem je ob
predpostavki koncepta zvezne snovi definirana teorija napetosti in deformacij. Posebna
pozornost je namenjena različnim meram napetosti in deformacij. V nadaljevanju so
predstavljeni različni tipi statičnih in dinamskih lastnih oblik, ki jih uporabljamo za
določitev reducirnih osnov za uporabo v dinamiki podstrukturiranja.
Sledi povzetek analitične obravnave upogibnega nihanja nosilcev in izpeljava linearne
formulacije prostorskega osem-vozlǐsčnega izoparametričnega končnega elementa. Sle-
dnja je pozneje razširjena na geometrijsko nelinearno formulacijo in poenostavljena za
obravnavo osno obremenjene palice. V nadaljevanju predstavimo Craig-Bamptonovo in
Rubinovo metodo redukcije modelov, ki ju uporabljamo za zmanǰsanje števila prosto-
stnih stopenj podstruktur. Craig-Bamptonova metoda je z uporabo teorije modalnih
odvodov razširjena za redukcijo geometrijsko nelinearnih sistemov. Predstavljena je
tudi preprosta metoda za sklapljanje dveh podstruktur, ki izpolnjuje ravnotežne in
kompatibilnostne pogoje.
Končno je linearna formulacija končnega elementa validirana s primerjavo z analitično
rešitvijo upogibnega nihanja nosilca. Nadalje je prikazana ustreznost implementacije
Craig-Bamptonove metode redukcije v procesu sklapljanja dveh podstruktur. V na-
daljevanju z uporabo geometrijsko nelinearne formulacije končnega elementa obravna-
vamo problem harmonskega vzbujanja osno obremenjene palice in rezultate primerjamo
z linearnim odzivom. V zadnjem delu linearni in nelinearni sistem reduciramo s trans-




Vsi sistemi v naravi izkazujejo vedenje z določeno stopnjo nelinearnosti. Kadar so
te nelinearnosti majhne, njihov odziv modeliramo po matematični predpostavki line-
arnosti, saj je obravnava linearnih sistemov teoretično in računsko enostavneǰsa. V
primerih, ko tovrstna aproksimacija ne zadostuje, se poslužimo nelinearnih metod mo-
deliranja sistemov. Pri tem skušamo matematično popisati fizikalni pojav, ki povzroča




V magistrskem delu bomo podrobneje obravnavali le geometrijsko nelinearnost. Z ma-
tematičnega vidika z upoštevanjem nelinearnosti preidemo na reševanje nelinearne dife-
rencialne enačbe problema. Za nekatere preproste primere poznamo analitične rešitve,
sicer pa je problem potrebno reševati numerično.
2.1.1. Materialna nelinearnost
Pod pojmom materialna nelinearnost obravnavamo nelinearnost zveze med napeto-
stnim in deformacijskim stanjem v materialu. Linearnosti in nelinearnosti materialnega
odziva ne smemo enačiti s pojmoma elastičnosti in plastičnosti, saj se slednji nanašata
na povračljivost deformacije. Večina kovin v območju majhnih deformacij izkazuje
linearno elastično vedenje. V širšem območju deformacij materiali običajno izkazu-
jejo elastoplastično vedenje z nelinearno karakteristiko. Polimerni materiali pogosto
izkazujejo lastnost hiperelastičnosti, ki predstavlja povračljivo vedenje z nelinearno ka-
rakteristiko. Napetostno-deformacijske krivulje za opisane tipe odzivov so shematsko







Slika 2.1: Tipi materialov.
2.1.2. Geometrijska nelinearnost
Geometrijska nelinearnost predstavlja spreminjanje notranjega odziva strukture v odvi-
snosti od njene trenutne deformacije. Na področju mehanike trdnih teles geometrijsko
nelinearnost popǐsemo z nelinearno kinematično zvezo med pomiki in deformacijami,
s čimer togost postane funkcija deformirane geometrije. Linearne kinematične zveze
uporabljamo pri analizi konstrukcij, ki izpolnjujejo predpostavko majhnih pomikov,
deformacij in rotacij. Na sliki 2.2 je prikazan enostaven mehanski sistem z maso m
in togostima vzmeti k1 in k2, katerega togost se spreminja v odvisnosti od pomika x.


















Področje kontaktne nelinearnosti zajema problematiko interakcije med komponentami
sistema [1]. Enostavni modeli v okviru dinamike togih teles predpostavljajo linearno
odvisnost kontaktne sile od pomikov in hitrosti v kontaktu. Kontaktni modeli v di-
namiki prožnih teles pa so kompleksneǰsi in zajemajo različne modele trenja in elasto-
plastično napetostno deformacijsko stanje v kontaktu, zato je odvisnost kontaktne sile
od globine penetracije nelinearna. Trenje predstavlja disipacijo energije, zato opisani
model izkazuje tudi histerezo. Na sliki 2.3 je shematsko prikazan primer kontakta dveh








vstop v kontakt izstop iz kontakta
(b)
Slika 2.3: (a) Telesi v kontaktu. (b) Kontaktna sila v odvisnosti od penetracije.
5
2. Teoretične osnove
2.2. Osnove mehanike kontinuuma
Pri obravnavi modelov v strukturni dinamiki se običajno ukvarjamo z odzivi na ma-
kroskopskem nivoju. V tem primeru lahko snov kljub diskretni sestavi iz atomov oz.
molekul obravnavamo kot zvezno, tako da njene lastnosti in vedenje določimo na delcu
takšne velikosti, da se zabrǐsejo sledi diskretnosti, vseeno pa lahko sledimo njihovemu
spreminjanju. Opisani pristop v mehaniki pokriva področje mehanike kontinuuma, ki
temelji na ideji notranjih sil, ki se pojavijo v vezeh med delci materiala kot reakcija na
obremenitve z zunanjimi silami.
Z navideznim prerezom telesa lahko notranje sile v delcu materiala predstavimo s plo-
skovno obremenitvijo, ki jo imenujemo napetostni vektor p in je definiran z enačbo
(2.1). Opisani koncept je prikazan na sliki 2.4, kjer sili F1 in F2 ponazarjata zunanje
obremenitve, sila FR pa predstavlja rezultanto notranjih sil, ki delujejo na ploskvi A,












Slika 2.4: Napetostni vektor.













ki je usmerjen pravokotno glede na normalo prereza.
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2.2. Osnove mehanike kontinuuma
2.2.1. Napetostni in deformacijski tenzor
V izbranem koordinatnem sistemu lahko vektor napetosti razdelimo na komponente
napetostnega tenzorja, ki so orientirane v oseh koordinatnega sistema. Označevali jih
bomo s simbolom σij, pri čemer se prvi indeks nanaša na usmeritev normale prerezne



















Slika 2.5: Reprezentacija napetostnega tenzorja.
Napetostni tenzor σII predstavlja simetrični tenzor 2. reda, ki ga lahko v izbranem






⎡⎣σxx σxy σxzσyx σyy σyz
σzx σzy σzz
⎤⎦ . (2.4)
Zunanja obremenitev telesa povzroči tudi deformacije, ki jih lahko skladno s konceptom
predstavitve napetosti zapǐsemo s tenzorjem 2. reda ϵII:
ϵII =
⎡⎣ ϵxx 2ϵxy 2ϵxz2ϵyx ϵyy 2ϵyz
2ϵzx 2ϵzy ϵzz
⎤⎦ , (2.5)
kjer diagonalne komponente matrične reprezentacije deformacijskega tenzorja popisu-
jejo spremembo volumna telesa, izven-diagonalne komponente pa spremembo oblike.
Indeks II, ki smo ga uporabili v enačbah (2.4) in (2.5), ponazarja matrični zapis tenzorja
2. reda. V nadaljevanju magistrske naloge bomo pri zapisovanju enačb izkoristili la-
stnost simetričnosti napetostnega in deformacijskega tenzorja ter uporabljali stolpični
prikaz, imenovan Voightov zapis:
σ =
(










2.2.2. Mere napetosti in deformacije
Mero napetosti, ki ponazarja razmerje med notranjo silo in trenutno površino prereza,
imenujemo Cauchy-jeva napetost. Slednja predstavlja edino fizikalno utemeljeno de-
finicijo napetosti. Zaradi matematične zahtevnosti tovrstne obravnave se v inženirski
praksi pogosto uporabljajo drugačne (matematične) definicije napetosti. Pri obreme-
nitvi telesa z zunanjo silo se telo navzven odzove s poljem pomikov, notranji odziv pa
v skladu s predpostavkami mehanike kontinuuma popisujeta napetostno in deforma-
cijsko polje. Če želimo zagotoviti enakost opravljenega notranjega in zunanjega dela,
moramo izbrani matematični meri napetosti določiti energijsko komplementarno mero
deformacije oz. obratno.
V magistrskem delu bomo obravnavali inženirsko in Green - Lagrangevo mero deforma-
cije. Zaradi enostavnosti se bomo v tem poglavju omejili na izpeljavo komplementarnih
mer napetosti na primeru enoosno obremenjene palice, obremenjene s silo velikosti F .
Z L0 označujemo začetno, z L pa trenutno dolžino palice. Razliko dolžin predstavlja
pomik u = L− L0, razmerje dolžin LL0 pa razteg λ. Začetni presek palice označujemo
z A0, trenutni presek pa z A.
Inženirska mera deformacije ϵxx,E predpostavlja linearno zvezo med pomiki in defor-




= λ− 1. (2.8)
Zapǐsimo še Green - Lagrangevo mero deformacije ϵxx,GL, ki predpostavlja nelinearno














(λ2 − 1). (2.9)
Na sliki 2.6 je prikazana odvisnost obeh mer deformacije od raztega λ. Opazimo, da
sta meri v območju majhnih deformacij praktično enaki.







Slika 2.6: Meri deformacij.
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2.2. Osnove mehanike kontinuuma
Za potrebe nadaljnje izpeljave zapǐsimo časovna odvoda obeh mer deformacije, pri
čemer z nadpisano piko nad simbolom okraǰsano označujemo odvod ∂
∂t
:








Moč P lahko definiramo kot produkt sile in hitrosti spreminjanja trenutne dolžine
palice na nivoju zunanjega odziva oz. kot produkt specifične mehanske moči Ws in
volumna V na nivoju notranjega odziva na zunanjo obremenitev:
P = F · L̇ = Ws,0 · V0 = Ws · V, (2.12)
kjer z indeksom 0 označujemo referenco na nedeformirano stanje. Če enačbo (2.10)
vstavimo v enačbo (2.12), lahko razvijemo izraz:







in inženirski meri deformacije določimo energijsko komplementarno mero napetosti, ki





Podobno z vstavljanjem enačbe (2.11) v enačbo (2.12) lahko zapǐsemo:










in Green - Lagrangevi meri deformacije določimo energijsko komplementarno mero



















Iz enačbe (2.16) lahko razberemo, da je napetostno stanje v deformiranem telesu pri
uporabi Green - Lagrangeve mere deformacije odvisno od deformirane geometrije.









. Za potrebe izpeljave zvez med pomiki in deformacijami v



















































FT · F− I
)
. (2.19)
Ker bodo v nadaljevanju vsi odvodi zapisani z ozirom na nedeformirano konfiguracijo,
bomo uporabo indeksa 0 opustili. Z uporabo Vogihtovega zapisa lahko zapis enačb






































































































































2.2. Osnove mehanike kontinuuma
2.2.3. Reološki zakon
Zvezo med napetostnim in deformacijskim stanjem podaja reološki zakon. Za linearno
elastični in izotropni material, ki ga bomo obravnavali v magistrskem delu, reološko
zvezo imenujemo Hookov zakon, ki ga tenzorsko zapǐsemo v obliki:
ϵII = DIV · σII (2.22)









(1 + ν)(1− 2ν)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν
2
0 0
0 0 0 0 1−2ν
2
0












kjer E predstavlja elastični modul materiala, ν pa Poissonovo število. Namesto izbra-
nih materialni konstant lahko Hookovo reološko zvezo definiramo tudi z Lamejevima
konstantama ali strižnim in kompresijskim modulom.
2.2.4. Princip virtualnega dela
Princip virtualnega dela temelji na variacijskem računu in predstavlja močno orodje za
reševanje problemov v mehaniki. Teorija v tem poglavju je povzeta po [3]. Za določitev
vodilne enačbe problema upoštevamo enakost notranjega in zunanjega virtualnega dela:
δWnot = δWzun. (2.24)








kjer δqj predstavlja variacijo koordinate qj.
Notranje virtualno delo δWnot med virtualnim pomikom lahko izračunamo z integralom
produkta virtualnega deformacijskega polja δϵ(x, y, z) in napetostnega polja σ(x, y, z)




δϵT · σ dV. (2.26)
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2. Teoretične osnove
Izraz za zunanje virtualno delo δWzun z ozirom na različne tipe zunanjih obremeni-
tev zapǐsemo v več členih. Prvi člen v vektorju b zajema zunanje volumske obre-
menitve, drugi člen vztrajnostne sile, tretji člen pa ploskovne obremenitve p. Pa-
rameter ρ predstavlja gostoto materiala. V izrazih za virtualno delo smo uporabili
vektorski zapis, saj bomo tak pristop uporabili pri izpeljavi formulacije končnega
elementa. Polje virtualnega pomika v členih z integralom označimo z δu(x, y, z) =(






δuT · b dV −
∫
V
δuT · ρ · ü dV +
∫
A
δuT · p dA (2.27)
2.3. Gibalna enačba sistema z več prostostnimi sto-
pnjami
Pri analizi kompleksnih strukutr se pogosto poslužujemo diskretizacije, s čimer zvezni
sistem, ki ga obravnava mehanika kontinuuma, prevedemo na sistem s končnim številom
prostostnih stopenj. Slednje bomo označili z vektorjem q(t) =
(
q1(t) q2(t) ... qN(t)
)
,
kjer N predstavlja število prostostnih stopenj. V dinamiki so vse prostostne stopnje
funkcije časa t, vendar bomo zaradi preglednosti zapis odvisnosti v nadaljevanju pogo-
sto izpuščali. Vsebina poglavja je povzeta po [4] in [5].
2.3.1. Vpliv geometrijske nelinearnosti
Geometrijska nelinearnost je definirana kot pojav spreminjanja notranjega odziva struk-
ture, ko se ta deformira zaradi obremenitve. Togost geometrijsko nelinearnega sistema
je torej odvisna od polja pomikov, medtem ko je togost linearnega sistema konstantna.
Z upoštevanjem linearnih kinematičnih zvez (inženirska mera deformacije (2.20)) so
gibalne enačbe odvisne le od nedeformirane geometrije, kar omogoča lažje reševanje.
Takšen pristop je primeren le ob predpostavki majhnih pomikov, deformacij in rota-
cij. Z uporabo nelinearnih kinematičnih zvez (Green - Lagrangeva mera deformacije
(2.21)) vpeljemo odvisnost togosti sistema od deformirane konfiguracije sistema, s čimer
zmanǰsamo omejitve predpostavk linearnega sistema.
Definirajmo masno matriko M, dušilno matriko C in togostno matriko K, ki so ne-
odvisne od deformirane konfiguracije sistema. Vektor f predstavlja vektor zunanjih
obremenitev. Gibalno enačbo linearnega sistema lahko zapǐsemo kot:
Mq̈ +Cq̇ +Kq = f . (2.28)
Oblika gibalne enačbe geometrijsko nelinearnega sistema se od linearne razlikuje le na
mestu notranjih elastičnih sil, ki jih namesto produkta Kq predstavlja vektor k(q):
Mq̈ +Cq̇ + k(q) = f . (2.29)
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2.3. Gibalna enačba sistema z več prostostnimi stopnjami
Zaradi odvisnosti vektorja notranjih elastičnih sil od trenutne deformacije smo z ve-
zanega sistema N diferencialnih enačb s konstantnimi koeficienti linearnega sistema
prešli na sistem nelinearnih diferencialnih enačb, ki zahteva inkrementalno reševanje.
2.3.2. Projekcijske metode redukcije
V dinamiki podstrukturiranja metode redukcije uporabljamo na nivoju podstruktur,
zato bomo pripadajoče matrike in vektorje označevali z nadpisanim indeksom (s). V na-
daljevanju bomo dušenje zanemaril. Gibalno enačbo podstrukture lahko z upoštevanjem
enačbe (2.29) zapǐsemo kot:
M(s)q̈(s) + k(q)(s) = f (s) + g(s), (2.30)
kjer vektor f (s) zajema zunanje sile, vektor g(s) pa medsebojne sile na mestih povezav
med podstrukturami.
Pri projekcijskih metodah redukcije uvedemo redukcijsko matrikoR(s), s katero prvotni
nabor fizikalnih prostostnih stopenj q transformiramo v manǰsi prostor generaliziranih
koordinat η:
q(s) = Rη(s) (2.31)
V redukcijski matriki so vključeni lastni vektorji podstrukture. V primeru, ko upošte-
vamo celoten nabor lastnih oblik, redukcija preide v transformacijo v modalni prostor.
Z izbiro omejenega števila lastnih vektorjev izvedemo t. i. modalni odrez, pri čemer
odziv strukture aproksimiramo z linearno kombinacijo izbranih nihajnih oblik. Na
področju podstrukturiranja ločimo notranje in robne prostostne stopnje. Različne me-
tode redukcije različno upoštevajo vpliv delitve prostostnih stopenj. Njihove reducirne
osnove upoštevajo različne lastne oblike, ki so v obliki podmatrik zajete v reducirni
matriki. V magistrskem delu bomo obravnavali Craig - Bamptonovo in Rubinovo me-
todo redukcije.
Z upoštevanjem enačbe (2.31) gibalna enačba dobi obliko:
M(s)Rη̈(s) + k(s)(η) = f (s) + g(s) + r(s), (2.32)
kjer r(s) predstavlja ostanke sil zaradi redukcije. Izkaže se, da je skalarni produkt
vektorja ostankov s katerimkoli naborom vektorjev generaliziranega prostora enak 0,
zato lahko zapǐsemo RTr(s) = 0. Če enačbo (2.32) z leve množimo z matriko RT,






























2.4. Tipi lastnih oblik
Nabor prostostnih stopenj podstrukture q(s) lahko razdelimo na notranje qi in robne















V splošnem ločimo dva tipa redukcijskih metod:
– Metode fiksnih povezav: Vektor robnih prostostnih stopenj qb vsebuje prostostne
stopnje (PS) na področjih stika s preostalimi podstrukturami, vektor notranjih rob-
nih prostostnih stopenj qi pa preostale prostostne stopnje. Vektor gb v tem primeru
predstavlja povezovalne sile na stičnih področjih podstruktur. V opisani tip reduk-
cijskih metod spada Craig-Bamptonova metoda.
– Metode prostih povezav: Vektor qi pri metodah prostih povezav vsebuje celoten na-
bor prostostnih stopenj pomikov podstrukutre. Vektor gb vsebuje prostostne stopnje
robnih sil. V vektorju, vektor qb pa prostostne stopnje robnih pomikov. V opisani
tip redukcijskih metod spada Rubinova metoda redukcije.
V nadaljevanju poglavja se vse spremenljivke nanašajo na podstrukture, zato bomo
uporabo indeksa (s) zaradi preglednosti opustili. Zaradi delitve prostostnih stopenj je
potrebno tudi masno in togostno matriko sistema zapisati v ustrezno urejeni obliki,































pri čemer smo zanemarili dušenje sistema.
V nadaljevanju bomo predstavili statične in dinamske lastne oblike, pri čemer prve
zajemajo vedenje zaradi interakcije med podstrukturami, druge pa dinamsko vedenje
podstrukture. Zapǐsemo lahko:
qi = qi,stat + qi,din. (2.37)
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2.4. Tipi lastnih oblik
2.4.1. Dinamske lastne oblike
Dinamske lastne oblike popisujejo dinamsko vedenje podstrukture in jih delimo na
– lastne oblike prostih povezav,
– lastne oblike togega telesa,
– lastne oblike fiksnih povezav.
2.4.1.1. Lastne oblike prostih povezav
Lastne oblike prostih povezav (indeks f) določimo tako, da predpostavimo prosto pod-
prtje robnih prostostnih stopenj in odsotnost zunanjega vzbujanja (f i = 0). Zaradi
prostega podprtja gibalna enačba podstrukture (2.36) dobi obliko:
M · q̈i +K · qi = 0, (2.38)
ki jo rešujemo kot problem lastnih vrednosti linearnega sistema:
(K− ω2f,j ·M)φf,j = 0. (2.39)
V enačbi (2.39) ω2f,j predstavlja j-to lastno vrednost, φf,j pa j-ti lastni vektor lastnega
odziva celotnega nabora prostostih stopenj s prostimi robnimi koordinatami. Redukcijo
števila prostostnih stopenj izvedemo z izborom n < N lastnih vektorjev, ki predsta-
vljajo nihajne oblike v okolici obravnavanega frekvenčnega območja. Izbrane lastne
vektorje zložimo v matriko lastnih oblik prostih povezav Φf.
2.4.1.2. Lastne oblike togega telesa
Lastne oblike togega telesa (indeks r) predstavljajo gibalne načine togega (nedeformi-
ranega) telesa. Slednji obstajajo v primerih, ko struktura v prostoru ni vpeta tako,
da so omejene vse možne translacije in rotacije. Slednje pogosto drži za obravnavane
podstrukture. Lastne oblike togega Φr določimo po enačbi:
K ·Φr = 0. (2.40)
2.4.1.3. Lastne oblike fiksnih povezav
Lastne oblike fiksnih povezav (indeks i) določimo tako, da predpostavimo fiksno vpetje
robnih prostostnih stopenj in odsotnost zunanjega vzbujanja (f i = 0). Zaradi vpetja
robnih prostostnih stopenj lahko zapǐsemo tudi qb = 0 in q̈b = 0.
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2. Teoretične osnove
Gibalna enačba podstrukture (2.36) z upoštevanjem predpostavk dobi obliko:
Mii · q̈i +Kii · qi = 0, (2.41)
ki jo rešujemo kot problem lastnih vrednosti linearnega sistema:
(Kii − ω2i,j ·Mii)φi,j = 0. (2.42)
V enačbi (2.42) ω2i,j predstavlja j-to lastno vrednost, φi,j pa j-ti lastni vektor lastnega
odziva notranjih koordinat s fiksiranimi robnimi koordinatami. Redukcijo števila pro-
stostnih stopenj izvedemo z izborom n < N lastnih vektorjev, ki predstavljajo nihajne
oblike v okolici izbranega frekvenčnega območja in jih zložimo v matriko lastnih oblik
fiksnih povezav Φi.
2.4.1.4. Ortogonalnost in masno normiranje
V tem poglavju bomo prikazali izpeljavo in pomen ortogonalnosti lastnih vektorjev
dinamskih (fiksnih ali prostih) lastnih oblik (indeks d) z ozirom na masno in togostno
matriko. Problem lastnih vrednosti lahko zapǐsemo kot:
(K− ω2d,r ·M)φd,s = 0. (2.43)





d,s ·Mφd,r za r ̸= s. (2.44)





d,r ·Mφd,s za r ̸= s. (2.45)
Zaradi simetričnosti masne in togostne matrike lahko zamenjamo vrstni red množenja
in transponiranja ter izrazimo:







)φTd,rKφd,s = 0 za r ̸= s. (2.47)
Z upoštevanjem ω2r,s ̸= ω2r,s lahko zapǐsemo posledici ortogonalnosti lastnih vektorjev z
ozirom na:
– masno matriko: φTd,rMφd,s=0 za r ̸= s
– togostno matriko: φTd,rKφd,s=0 za r ̸= s
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2.4. Tipi lastnih oblik
Nadalje uvedemo pojem r-te modalne togosti γr in modalne mase µr, katerih kvocient







Lastne vektorje podstruktur običajno masno normiramo tako, da predpostavimo vre-
dnosti modalne mase µr = 1.
S podobno izpeljavo lahko pokažemo lastnost ortogonalnosti med dinamskimi in to-
gimi lastnimi oblikami glede na:
– masno matriko: φTr,iMφd,s = 0
– togostno matriko: φTr,iKφd,s = 0
ter lastnost ortogonalnosti lastnih oblik togega telesa.
2.4.2. Statične lastne oblike
Statične lastne oblike delimo na:
– omejitvene lastne oblike
– numerične pritrditvene lastne oblike,
– eksperimentalne pritrditvene lastne oblike,
pri čemer slednjih tu ne bomo obravnavali, predstavljene pa so v [1].
2.4.2.1. Omejitvene lastne oblike
Ob predpostavki statičnega odziva lahko zanemarimo vztrajnostne sile, zaradi iskanja
lastnega odziva pa privzamemo tudi odsotnost zunanjega vzbujanja. Z upoštevanjem















Izpǐsimo prvo enačbo sistema:
Kii · qi +Kib · qb = 0 (2.50)
Iz enačbe (2.50) lahko izrazimo qi:
qi = −K−1ii ·Kib · qb = Ψc · qb, (2.51)
kjer Ψc predstavlja komprimirano statično matriko.
V fizikalnem smislu statične lastne oblike predstavljajo statično deformacijo glede na




2.4.2.2. Numerične pritrditvene lastne oblike
Dinamske lastne oblike Φ, ki vključujejo tudi lastne oblike togega telesa, so ortogonalne




φsηs = Φη (2.52)









kjer n predstavlja celotno število dinamskih lastnih oblik, nr pa število lastnih oblik










Numerične pritrditvene lastne oblike glede na robne prostostne stopnje zapǐsemo kot:
Ψr = GrA
T, (2.55)
kjer matrika A predstavlja logično matriko dimenzije nb×n, s katero definiramo nabor
nb prostostnih stopenj v kontaktu.
2.4.3. Teorija modalnih odvodov
Vsebina poglavja je povzeta po [5] in [7]. Linearnemu sistemu lahko z reševanjem
problema lastnih vrednosti v enačbi določimo nabor lastnih krožnih frekvenc ωi in
pripadajočih lastnih vektorjev φi:(
K− ω2iM
)
φi = 0. (2.56)




predstavlja transformacijsko matriko v mo-
dalni prostor. Ekvivalent lastnim nihajnim načinom v nelinearni obravnavi predsta-
vljajo tangentni nihajni načini, ki so funkcija trenutnega deformacijskega stanja.




φt,i = 0, (2.57)
kjer so lastne vrednosti ω2t,i in lastni vektorji φt,i odvisni od deformacijskega stanja.
Matrika Kt predstavlja tangentno togostno matriko, ki jo izračunamo kot odvod vek-






2.4. Tipi lastnih oblik






Izraz v enačbi (2.59) z razvojem v Taylorjevo vrsto z dvema členoma v okolici nedefor-




































Za izračun modalnih odvodov
∂φj
∂ηi
lahko odvajamo problem lastnih vrednosti v enačbi






φt,i = 0. (2.61)








pri čemer velja Kt(0) = K. Z ustrezno izpeljavo, ki je prikazana v [5], je mogoče







Teorija modalnih odvodov predstavlja temelj za redukcijo nelinearnih sistemov. Z
uporabo linearnih nihajnih načinov je potrebno redukcijsko matriko v vsakem časovnem
trenutku posodabljati, za kar je potreben dodaten iteracijski proces in mnogokratno
reševanje problema lastnih vrednosti. Zahtevnost izračuna in čas reševanja s tem močno
naraste, kar zabrǐse osnovni namen redukcije modelov. Z uporabo koncepta modalnih
odvodov lahko odziv nelinearnega sistema nadgradimo z linearno kombinacijo modalnih






Z uporabo teorije s področja dinamike zveznih sistemov lahko analitično določimo odziv
upogibno obremenjenega nosilca iz linearno elastičnega materiala. V skladu z Euler-
Bernoullijevo teorijo bomo pri izpeljavi zanemarili strižne deformacije in rotacijske
vztrajnosti. Uporaba omenjenih predpostavk je ustrezna za analizo lastnih, majhnih
nedušenih nihanj.
V tem poglavju bomo obravnavali primer prosto podprtega nosilca dolžine L in pra-
vokotnega prereza širine b in vǐsine h, ki je prikazan na sliki 3.1. Obravnavali bomo
ravninsko nihanje, pri čemer je napetostno - deformacijsko stanje v materialu po pred-
postavkah enoosno. Z E bomo označili elastični modul, z ρ pa gostoto materiala.
Parameter µ predstavlja maso na enoto dolžine.

















Z zapisom ravnotežnih enačb na diferencialnem izseku nosilca in upoštevanjem zvez
med notranjimi veličinami lahko izpeljemo diferencialno enačbo problema upogibnega








kjer w(x, t) predstavlja pomik v smeri z osi koordinatnega sistema.
Narava diferencialne enačbe problema omogoča zapis nastavka rešitve, v katerem ločimo
krajevni in časovni del:
w(x, t) = X(x) · T (t). (3.3)
Z upoštevanjem robnih pogojev prostega vpetja nosilca krajevni del rešitve diferenci-
alne enačbe predstavlja transcendentna enačba:
cosh βL · cos βL = 1, (3.4)





Pogojno enačbo (3.4) lahko za izbrane geometrijske in materialne podatke rešujemo
numerično in določimo lastne krožne frekvence ravninskega upogibnega nihanja. Rezul-
tate izračuna bomo v nadaljevanju uporabili za validacijo linearne formulacije končnega
elementa.
3.2. Metoda končnih elementov
3.2.1. Izoparametrični prostor in aproksimacija primarne spre-
menljivke
Vmagistrski nalogi bomo obravnavali prostorski osem - vozlǐsčni izoparametrični končni
element, ki je prikazan na sliki 3.2. Slednji ima v vsakem izmed vozlǐsč tri prostostne









u1 v1 w1 u2 v2 w2 ... u8 v8 w8
)T
, (3.6)
pri čemer se indeks e v nadaljevanju nanaša na element.
22









Slika 3.2: Končni element.
Splošni končni element ima obliko heksaedra, ki je z osmimi vozlǐsči definiran v fizi-
kalnem koordinatnem sistemu, definiranem z osmi (x, y in z). Kot bo prikazano v
nadaljevanju poglavja, prostor končnega elementa predstavlja integracijsko območje
pri izračunu masne in togostne matrike sistema. Integracija po splošnem heksaedru je
zahtevna, zato uvedemo transformacijo v izoparametrični koordinatni sistem, definiran
s koordinatami x̃, ỹ in z̃, v katerem končni element zavzame obliko kocke, kot je pri-
kazano na sliki 3.3. V tem prostoru lahko za potrebe numerične integracije uporabimo


















(x , y , z )1 1 1
(x , y , z )3 3 3
(x , y , z )2 2 2
(x , y , z )4 4 4
(x , y , z )5 5 5 (x , y , z )6 6 6
(x , y , z )7 7 7(x , y , z )8 8 8
Slika 3.3: Transformacija v izoparametrični prostor.
Polja pomikov po izoparametričnem območju končnega elementa zapǐsemo s polinomi
v izrazih, ki jih interpoliramo skozi vozlǐsčne vrednosti pomikov:
uA(x̃, ỹ, z̃) = c1 + c2 · x̃+ c3 · ỹ + c4 · z̃ + c5 · x̃ỹ + c6 · x̃z̃ + c7 · ỹz̃ + c8 · x̃ỹz̃, (3.7)
vA(x̃, ỹ, z̃) = c9+ c10 · x̃+ c11 · ỹ+ c12 · z̃+ c13 · x̃ỹ+ c14 · x̃z̃+ c15 · ỹz̃+ c16 · x̃ỹz̃, (3.8)
wA(x̃, ỹ, z̃) = c17+ c18 · x̃+ c19 · ỹ+ c20 · z̃+ c21 · x̃ỹ+ c22 · x̃z̃+ c23 · ỹz̃+ c24 · x̃ỹz̃. (3.9)
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3. Metodologija raziskave
V matrični obliki lahko sistem enačb za izračun aproksimacije polja pomikov zapǐsemo









u(x̃, ỹ, z̃) =
⎛⎝uA(x̃, ỹ, z̃)vA(x̃, ỹ, z̃)
wA(x̃, ỹ, z̃)
⎞⎠ = L(x̃, ỹ, z̃) · c. (3.10)
Z ovrednotenjem enačbe (3.10) v vozlǐsčih izoparametričnega prostora lahko zapǐsemo:
qe = Le · c. (3.11)
Enačbo (3.10) lahko preuredimo z izrazom za izračun vektorja konstant iz enačbe
(3.11). Tako dobimo enačbo za izračun polja pomikov, ki ga zapǐsemo s pomočjo
matrike oblikovnih funkcij N(x̃, ỹ, z̃) in vozlǐsčnih vrednosti pomikov qe:
u(x̃, ỹ, z̃) = L(x̃, ỹ, z̃) · L−1e · qe = N(x̃, ỹ, z̃) · qe (3.12)
Matrika oblikovnih funkcij vsebuje izpeljane interpolacijske polinome, med katerimi je
različnih 8 in jih označimo s ψi(x̃, ỹ, z̃). Oblikovne funkcije so zapisane v izrazih (3.13
- 3.20):
ψ1(x̃, ỹ, z̃) =
1
8
(x̃+ 1)(ỹ − 1)(z̃ − 1) (3.13)
ψ2(x̃, ỹ, z̃) = −
1
8
(x̃+ 1)(ỹ + 1)(z̃ − 1) (3.14)
ψ3(x̃, ỹ, z̃) =
1
8
(x̃− 1)(ỹ + 1)(z̃ − 1) (3.15)
ψ4(x̃, ỹ, z̃) = −
1
8
(x̃− 1)(ỹ − 1)(z̃ − 1) (3.16)
ψ5(x̃, ỹ, z̃) = −
1
8
(x̃+ 1)(ỹ − 1)(z̃ + 1) (3.17)
ψ6(x̃, ỹ, z̃) =
1
8
(x̃+ 1)(ỹ + 1)(z̃ + 1) (3.18)
ψ7(x̃, ỹ, z̃) = −
1
8
(x̃− 1)(ỹ + 1)(z̃ + 1) (3.19)
ψ8(x̃, ỹ, z̃) =
1
8
(x̃− 1)(ỹ − 1)(z̃ + 1) (3.20)
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3.2. Metoda končnih elementov
Prikažimo strukturo matrike N:
N(x̃, ỹ, z̃) =
⎡⎣ψ1 0 0 ψ2 0 0 ψ3 0 0 ... ψ8 0 00 ψ1 0 0 ψ2 0 0 ψ3 0 ... 0 ψ8 0
0 0 ψ1 0 0 ψ2 0 0 ψ3 ... 0 0 ψ8
⎤⎦ (3.21)
Podobno, kot smo zapisali aproksimacijo polja pomikov v prostoru končnega elementa
v enačbi (3.12), lahko z matriko oblikovnih funkcij popǐsemo tudi polje fizikalnega
prostora kot funkcijo izoparametričnih koordinat:⎛⎝x(x̃, ỹ, z̃)y(x̃, ỹ, z̃)
z(x̃, ỹ, z̃)
⎞⎠ = N(x̃, ỹ, z̃) · (x1 y1 z1 x2 y2 z2 ... x8 y8 z8)T (3.22)
Za potrebe nadaljnje izpeljave zapǐsimo še Jacobijevo J, ki podaja zvezo med odvodi




























Pri izpeljavi masne in togostne matrike bo potrebna integracija po volumnu končnega
elementa. Zvezo med volumnom v fizikalnih in izoparametričnih koordinatah lahko
zapǐsemo kot:
dV = detJ · dṼ . (3.24)
3.2.2. Linearna formulacija končnega elementa
Linearno formulacijo končnega elementa izpeljemo z uporabo inženirske kinematične
zveze, prikazane v enačbi (2.20). Prikazana izpeljava je povzeta po [3]. Definirajmo























Vektor komponent deformacijskega tenzorja ϵE lahko zapǐsemo kot:
ϵE = HL ·ϕ, (3.26)
kjer matrika HL predstavlja:
HL =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0




















































Z uporabo enačb (3.23), (3.27) in (3.28) lahko vektor komponent deformacijskega ten-
zorja zapǐsemo v koordinatah izoparametričnega prostora:
ϵE(x̃, ỹ, z̃) = HL ·
⎡⎣J 0 00 J 0
0 0 J
⎤⎦−1 ·ϕ = HL · J−1exp ·Nodv · qe = BL · qe, (3.29)
tako da velja zveza ϕ = J−1expNodv qe. Matrika BL predstavlja preslikavo med kom-
ponentami deformacijskega tenzorja in vozlǐsčnimi pomiki končnega elementa, ki je
neodvisna od deformirane konfiguracije.
Variacijo deformacije lahko zapǐsemo kot:
δϵE = BL · δqe. (3.30)
Napetostno polje v izoparametričnih koordinatah zapǐsemo z uporabo Hooke-ove re-
ološke zveze (enačba (2.23)):
σE(x̃, ỹ, z̃) = D · ϵE = D ·BL · qe (3.31)
Za izpeljavo gibalne enačbe končnega elementa uporabimo princip virtualnega dela.
Enačbo (2.26) za primer linearne formulacije z upoštevanjem enačb (3.29) in (3.31)









δqTe ·BTL ·D ·BL · qe · detJ dṼ0.
(3.32)




δuT · b dV0 −
∫
V0





T ·NT · b · detJ dṼ0 −
∫
Ṽ0
δqTe ·NT · ρ ·N · q̈e · detJdṼ0+
+ δqTe · f e.
(3.33)
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3.2. Metoda končnih elementov
Z upoštevanjem enakosti δWzun = δWnot in zanemaritvi zunanjih volumskih obremeni-
tev lahko zapǐsemo enačbo končnega elementa:
Me · q̈e +Ke · qe = f e. (3.34)









BTL ·D ·BL · detJ dṼ0. (3.36)
Izpeljana enačba končnega elementa predstavlja linearni sistem 24-ih diferencialnih
enačb drugega reda, katerih rešitev predstavlja dinamske odzive prostostnih stopenj
elementa. Pri analizi z metodo končnih elementov strukturo diskretiziramo tako, da
njen volumen razdelimo na množico končnih elementov. Primer mreženja je prika-
zan na sliki 3.4. Masne in togostne matrike posameznih elementov z ozirom na položaj
prostostnih stopenj sestavimo v globalni matriki, ki ob upoštevanju robnih pogojev vse-
bujeta informacijo o dinamskih lastnostih strukture. Pri analizi kompleksnih struktur
velikost sistema enačb hitro narašča, zato lahko dosežemo mejo trenutne zmogljivosti
računalnikov.
Slika 3.4: Diskretizacija strukture pri MKE.
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3. Metodologija raziskave
3.2.3. Nelinearna formulacija končnega elementa
Nelinearno formulacijo končnega elementa izpeljemo z uporabo Green - Lagrangeve
kinematične zveze, prikazane v enačbi (2.21). Prikazana izpeljava je povzeta po [2] in
[9]. Z vektorjem odvodov pomikov ϕ lahko vektor komponent deformacijskega tenzorja
ϵGL zapǐsemo kot:













































































Če upoštevamo veljavnost izrazov δHNL(ϕ) = HNL(δϕ) in HNL(δϕ)ϕ = HNL(ϕ)δϕ,












Podobno lahko preuredimo tudi enačbo (3.37):




Matrika BNL predstavlja geometrijsko nelinearni del preslikave med komponentami
deformacijskega tenzorja in vozlǐsčnimi pomiki končnega elementa. Napetostno polje
v izoparametričnih koordinatah zapǐsemo z uporabo Hooke-ove reološke zveze (enačba
(2.23):








Gibalno enačbo končnega elementa izpeljemo po principu virtualnega dela. Enačbo
(2.26) za primer geometrijsko nelinearne formulacije z upoštevanjem enačb (3.41) in









δqTe · (BL +BNL)T ·D · (BL +
1
2
BNL) · qe · detJ dṼ0
(3.43)
28
3.2. Metoda končnih elementov
Izpeljava izraza za zunanje virtualno delo je enaka enačbi (3.33) pri linearni formu-
laciji končnega elementa, zato je v tem poglavju ne bomo ponovno predstavili. Z
upoštevanjem enakosti δWzun = δWnot in zanemaritvi zunanjih volumskih obremenitev
enačbo končnega elementa dobi obliko:
Me · q̈e + ke(qe) = f e (3.44)





T ·D · (BL +
1
2
BNL) · qe · detJ dṼ0 (3.45)
Izpeljana enačba končnega elementa predstavlja nelinearni sistem 24-ih diferencialnih
enačb, ki jih je potrebno reševati iterativno. Reševanje takega sistema je v primer-
javi z linearnim mnogo zahtevneǰse in časovno potratno, zato je za uspešno reševanje
potrebna vǐsja stopnja znanja programiranja in numeričnih metod.
3.2.4. Poenostavitev nelinearne formulacije končnega elementa
Nelinearno formulacijo tridimenzionalnega končnega elementa smo implementirali v
programskem okolju Python. Računanje odziva z želeno gostoto mreže je bilo nespre-
jemljivo dolgo, zato smo problem s tridimenzionalnega poenostavili na enodimenzional-
nega. Poenostavljeni primer omogoča tudi lažje analitično odvajanje vektorja notranjih
elastičnih sil, ki je potrebno za implementacijo redukcije z uporabo modalnih odvodov.
V tem poglavju bo prikazana izpeljana formulacija geometrijsko nelinearnega dvo-
vozlǐsčnega končnega elementa za analizo osno obremenjene palice, ki je prikazan na
sliki 3.5. Zaradi podobnosti označevanja spremenljivk s tridimenzionalnim končnim





Slika 3.5: Končni element - 1D.








Aproksimacijo pomika po polju končnega elementa lahko zapǐsemo z uporabo dveh













tako da velja zveza u1D(x) = N 1D qe,1D.















Green - Lagrangevo mero deformacije za enoosno napetostno deformacijsko stanje iz
enačbe (2.9) lahko z uporabo enačb (3.47) in (3.48) zapǐsemo v sledeči obliki:





















L,1DBL,1D odvisen od trenutne deformacije.
Zapǐsimo še variacijo Green - Lagrangeve mere deformacije:






= (BL,1D +BNL,1D) δqe,1D
(3.50)
Hooke-ovo reološko zvezo za enoosno napetostno deformacijsko stanje zapǐsemo kot
σxx,PK2 = Eϵxx,GL. Gibalno enačbo končnega elementa izpeljemo z uporabo principa









T · E · (BL,1D +
1
2
BNL,1D) · qe,1D dV0
(3.51)
Enačbo za zunanje virtualno delo (2.27) lahko ob zanemaritvi zunanjih volumskih








δqTe,1D ·NT1D · ρ ·N1D · q̈e,1DdV0+
+ δqTe,1D · f e,1D
(3.52)
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3.3. Craig-Bamptonova metoda redukcije
Z izpolnitvijo pogoja enakosti notranjega in zunanjega virtualnega dela enačba končnega
elementa dobi obliko:
Me,1D · q̈e,1D + ke,1D(qe,1D) = f e,1D, (3.53)



































Izpeljana gibalna enačba predstavlja sistem dveh nelinearnih diferencialnih enačb.
Reševanje takega sistema je v primerjavi s prostorskim problemom mnogo enostav-
neǰse.
3.3. Craig-Bamptonova metoda redukcije
Craig-Bamptonova metoda (CB) redukcije spada med metode fiksnih povezav in pred-
postavlja razdelitev prostostnih stopenj podstrukture na notranje qi in robne qb. Robne
prostostne stopnje predstavljajo področja stika z drugimi podstrukturami. Teorija tega
poglavja je povzeta po [6] in [1]. V osnovni obliki je primerna za analizo linearnih sis-
temov.
Redukcijo števila prostostnih stopenj pri CB izvedemo le na notranjih prostostnih
stopnjah podstrukture, prostostne stopnje v kontaktu pa ohranimo zaradi sklapljanja.
Redukcija prostostnih stopenj sestoji iz dinamskih lastnih oblik fiksnih povezav Φi in
statičnih omejitvenih lastnih oblik Ψc. Dinamske statične oblike zajemajo dinamsko
vedenje strukture, v statičnih lastnih oblikah pa je zajeta interakcija med komponen-
tami.
3.3.1. Redukcijska matrika linearnega sistema
Notranje prostostne stopnje so po principu superpozicije iz enačbe (2.37) definirane
kot:
qi = Φi ηi +Ψc qb. (3.56)
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3. Metodologija raziskave
Craig-Bamptonova redukcijska matrika RCB zvezo med fizikalnimi koordinatami in




























CB ·K ·RCB. (3.59)
3.3.2. Razširitev Craig-Bamptonove metode
Craig-Bamptonovo metodo lahko z uporabo teorije modalnih odvodov, ki je opisana
v poglavju 2.4.3., razširimo za uporabo pri analizi geometrijsko nelinearnih sistemov.
Matrika Θ vsebuje nabor modalnih odvodov, vektor ξi pa vektor modalnih koordinat
drugega reda, ki se nanašajo na notranje prostostne stopnje sistema. S to razširitvijo v
Craig-Bamptonovo redukcijsko osnovo vključimo doprinos modalnih pojavov drugega
reda. Vsebina je povzeta po [4] in [10].


















3.4. Rubinova metoda redukcije
Rubinova metoda (RU) redukcije spada med metode prostih povezav. Vsebina je pov-
zeta po [1]. Redukcijo števila prostostnih stopenj pri tej metodi izvedemo na celotnem
naboru prostostnih stopenj. Reducirna osnova sestoji iz dinamskih lastnih oblik pro-
stih povezav Φf, dinamskih lastnih oblik togega telesa Ψr in numeričnih pritrditvenih
lastnih oblik Ψr.
3.4.1. Redukcijska matrika linearnega sistema
Prostostne stopnje so po principu superpozicije iz enačbe (2.37) definirane kot:
q = Ψr gb +Φr ηr +Φf ηf (3.61)
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3.5. Princip sklapljanja podstruktur
Druga transformacija predstavlja zvezo med prostostnimi stopnjami robnih sil gb in
prostostnimi stopnjami robnih pomikov qb:
qb = Aq = A (Ψr gb +Ψr ηr +Ψf ηf) = Gr,bb gb +Ψr|b ηr +Ψf|b ηf (3.62)


























RU ·K ·RRU. (3.65)
Tudi Rubinovo metodo metodo lahko razširimo za uporabo na geometrijsko nelinearnih
sistemih, pri čemer tako kot pri razširitvi CB metode uporabimo teorijo modalnih od-
vodov. Implementacija je zahtevneǰsa, saj je zaradi narave Rubinove metode potrebno
pri izračunu modalnih odvodov upoštevati tudi gibalne oblike togega telesa. Poleg
tega Rubinova metoda spada v skupino metod prostih povezav, zaradi česar ni mogoče
določiti inverzne togostne matike. Problem rešujemo z izračunov psevdo - inverza z
začasno fiksiranim naborom prostostnih stopenj [4].
3.5. Princip sklapljanja podstruktur
Po redukciji prostostnih stopenj podstruktur z metodami sklapljanja formiramo glo-
balni sistem enačb, z reševanjem katerega določimo odziv celotne strukture. Oblika
globalne gibalne enačbe je po obliki enaka gibalnim enačbam podstruktur. V tem po-
glavju bomo postopek prikazali na obliki za linearne sisteme, vendar je pristop analogen
tudi za geometrijsko nelinearne sisteme.
MR,glob · η̈R,glob +KR,glob · ηR,glob = fR,glob + gR,glob, (3.66)
kjer so globalni vektorji v gibalni enačbi sestavljeni kot:
ηR,glob =
(















Globalni matriki sta po diagonali sestavljeni iz lokalnih podmatrik:
MR,glob =
⎡⎢⎣M












0 . . . K(n)
⎤⎥⎦
Za določitev globalnega odziva moramo poleg gibalne enačbe upoštevati tudi kompati-
bilnostne pogoje, ki predstavljajo zveze med robnimi pomiki podstruktur in ravnotežne
pogoje, s katerimi v skladu s III. Newtonovim zakonom popǐsemo medsebojne robne sile
podstruktur. Pri reševanju moramo reševati sistem diferencialno algebrajskih enačb.
Za namen uporabe v magistrskem delu bo na enostavnem primeru dveh podstruktur
prikazan princip zlaganja, v katerem hkrati upoštevamo tudi ravnotežne in kompati-
bilnostne pogoje.
Znani sta masni matriki podstruktur MCB
(1) in MCB
(2) ter togostni matriki KCB
(1)
in KCB
(2). Prva podstruktura ima i1, druga pa i2 notranjih modalnih prostostnih sto-
penj. Povezani sta z b robnimi prostostnimi stopnjami. V enačbah (3.67) in (3.68) je


















































⎞⎠ = F glob, (3.69)
oziroma problem lastnih vrednosti, kadar nas zanima lastni odziv konstrukcije.
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3.6. Uporaba numeričnih metod
3.6. Uporaba numeričnih metod
V tem poglavju bo predstavljena Gaussova metoda za numerično integracijo, Runge
- Kutta numerična metoda za reševanje diferencialnih enačb in princip reševanja pro-
blema lastnih vrednosti. Vsebina poglavja je povzeta po [11] in [12].
3.6.1. Gaussova integracijska formula
Gaussova integracijska formula omogoča izračun aproksimacije določenega integrala
funkcije h(x) z integracijskimi mejami [−1, 1] z izračunom utežene vsote vrednosti






kjer xi predstavljaja položaj integracijske točke, Wi pa pripadajoči utežni faktor. V ta-
beli 3.1 so zbrane Gauss - Legendreve uteži in položaji integracijskih točk za n ∈ [1, 4].


























































































Wih(xi, yj, zk) (3.71)
Enačbo (3.71) uporabimo pri numerični integraciji po volumnu tridimenzionalnega izo-
parametričnega končnega elementa za izračun masne in togostne matrike. Integracijske
meje osnovne Gaussove formula predstavljajo razlog za izbiro izoparametričnega pro-
stora.
Uporabo Gaussove integracijske formule bomo prikazali na primeru izračuna integrala
funkcije f(x) = eπx+π2
√
x+ 1 (slika 3.6). Primerjava analitične rešitve in numeričnih
rešitev z upoštevanjem različnega števila integracijskih točk je prikazana v tabeli 3.2.
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Slika 3.6: Primer funkcije.











≈ 25.9625 21.7392 25.1086 14.9657 25.9914
Pregled rezultatov kaže dobro ujemanje med numeričnimi rešitvami in analitičnim re-
zultatom pri vseh vrednostih n, razen pri izračunu s tremi integracijskimi točkami. V
praksi se pri integraciji pri metodi končnih elementov pod imenom polna integracija
uporablja dvotočkovna integracija, pod imenom reducirana integracija pa enotočkovna
integracija. Število integracijskih točk je seveda potrebno ustrezno razširiti glede na
dimenzijo prostora.
3.7. Numerično reševanje diferencialnih enačb
Numerično reševanje diferencialnih enačb v programskem okolju Python rešujemo z
vgrajeno funkcijo za reševanje začetnega problema solve ivp, ki omogoča uporabo
različnih metod numerične integracije. Eno izmed najpogosteje uporabljenih metod
predstavlja Runge - Kutta metoda 4. reda (RK4), s katero lahko rešujemo navadno
diferencialno enačbo prvega reda. Izjemoma bomo s simbolom y namesto koordinate
koordinatnega sistema označevali funkcijo y = f(t, y).
Zapǐsimo enačbo začetnega problema:
ẏ = f(t, y) (3.72)
pri začetnem pogoju
y(t = 0) = y0. (3.73)
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3.7. Numerično reševanje diferencialnih enačb
Reševanje problema poteka inkrementalno z upoštevanjem enačbe (3.74), kjer h pred-
stavlja časovni korak. Z indeksom n označujemo trenutne vrednosti , z indeksom n+1
pa iskane vrednosti v naslednjem časovnem trenutku tn+1 = tn + h:
yn+1 = yn +
1
6
(k1 + k2 + k3 + k4), (3.74)
kjer parametri ki predstavljajo:
k1 = h f(tn, yn),














k4 = h f(tn + h, yn + k3).
(3.75)
Gibalne enačbe v dinamiki predstavljajo diferencialne enačbe drugega reda, zato jih
moramo pred numeričnim reševanjem prevesti na sistem diferencialnih enačb prvega
reda. Postopek bomo prikazali na primeru nedušenega sistema z maso m, togostjo k





Slika 3.7: Sistem z eno prostostno stopnjo.
Gibalno enačbo lahko zapǐsemo kot:
m · ẍ(t) + k · x(t) = f(t) (3.76)










Z odvajanjem enačbe (3.77) diferencialno enačbo drugega reda razcepimo v sistem dveh



















S prikazanim postopkom N dinamskih gibalnih enačb drugega reda prevedemo na
sistem diferencialnih enačb prvega reda velikosti 2N . Numerično reševanje v program-
skem okolju Python lahko izvedemo z uporabo eksplicitnih ali implicitnih metod. Za
potrebe magistrskega dela smo uporabili implictino metodo iz družine Runge - Kutta.
3.8. Problem lastnih vrednosti
V predhodnih poglavjih smo se večkrat srečali s potrebo po reševanju problema lastnih
vrednosti. V tem poglavju bo na preprostem primeru prikazan analitični postopek, s
katerim določimo lastne vrednosti ω2 in lastne vektorja problema φ. Gibalno enačbo
predstavlja homogeni sistem enačb:
(K− ω2M)φ = 0
oz.
(M−1K− ω2I)φ = 0,
(3.79)
kjerK predstavlja togostno, M pa masno matriko dimenzije N×N . Netrivialno rešitev
lastnih vrednosti sistema določimo z reševanjem pogojne enačbe:
det(K− ω2 ·M) = 0
oz.
det(M−1K− ω2I) = 0.
(3.80)
Z izračunom determinante reševanje prevedemo na problem iskanja ničel polinoma, ki
predstavljajo lastne vrednosti sistema. Če enačbo (3.79) ovrednotimo pri posameznih
lastnih vrednostih, lahko določimo pripadajoči lastni vektor. Slednji predstavlja raz-
merje med pomiki posameznih prostostnih stopenj sistema pri obravnavanem nihajnem
načinu.
Primer reševanja bomo prikazali na preprostem primeru sistema z dvema prostostnima
stopnjama (x1 in x2), ki je prikazan na sliki 3.8. Masi teles označimo z m1 in m2,
togosti vzmeti pa s k1 in k2.
x (t)1 x (t)2
k1 k2
m2m1
Slika 3.8: Sistem z dvema prostostnima stopnjama.
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3.8. Problem lastnih vrednosti







togostno matriko pa kot:
K =
[




Pogojno enačbo det(K−ω2 ·M) = 0 lahko z upoštevanjem λ = ω2 v polinomski obliki
zapǐsemo kot:
k1k1 − k2m1λ− k1m2λ− k2m2λ+m1m2λ2 = 0. (3.83)




















Običajno lastne vektorje masno normiramo po enačbi (2.48).
V programskem paketu Python problem lastnih vrednosti rešujemo z uporabo funk-
cije eig, ki deluje po postopku dvojne Gaussove eliminacije in v primerjavi z iskanjem
ničel polinoma omogoča hitreǰse reševanje. Običajno nas pri analizi zanima le prvih
nekaj lastnih vrednosti in pripadajočih lastnih vektorjev, vendar z uporabljeno vgra-
jeno funkcijo vedno rešujemo celoten problem. Pri sistemih z velikim številom pro-
stostnih stopenj to obsega zajeten delež celotnega časa reševanja. Komercialni paketi
za modalno analizo uporabljajo numerične metode, ki omogočajo določevanje izbra-
nega števila največjih lastnih vrednosti brez reševanja preostalega dela problema, kar




4. Rezultati in diskusija
4.1. Validacija linearne formulacije končnega ele-
menta
V tem poglavju bomo lastne frekvence prosto vpetega nosilca (slika 4.1) določili z
uporabo linearne formulacije tridimenzionalnega končnega elementa, predstavljenega v
poglavju 3.2.2. Predpostavljamo, da so lastne oblike obravnavane strukture v področju
najnižjih lastnih frekvenc upogibne narave, zato bomo rezultate primerjali z analitično
rešitvijo iz poglavja 3.1. Analitični pristop nam omogoča izračun lastnih frekvenc rav-
ninskega nihanja nosilca, zato smo izračun opravili za nihanje okoli dveh vztrajnostnih
osi, Iy in Iz. V programskem okolju Python smo napisali program za mreženje kvadra-
stega nosilca s poljubnim številom končnih elementov in lastne frekvence numerično








Upoštevane materialne in geometrijske lastnosti so prikazane v preglednici 4.1.







4. Rezultati in diskusija
V preglednici 4.2 je prikazana primerjava prvih petih neničelnih lastnih frekvenc,
izračunanih analitično in z metodo končnih elementov. Izračun po MKE smo izvedli
pri različnih diskretizacijah, komplementarne analitične rezultate pa smo za izbrane
geometrijske in materialne podatke numerično določili z reševanjem transcendentne
enačbe (3.4).













f1 [Hz] 65,16 60,30 55,21 54,07 51,88 /
f2 [Hz] 88,42 83,00 79,89 78,95 / 77,83
f3 [Hz] 179,33 165,91 151,86 148,72 143,02 /
f4 [Hz] 242,60 227,68 219,03 216,42 / 214,53
f5 [Hz] 350,83 324,40 296,79 290,61 280,38 /
Opazimo lahko, da rešitev z metodo končnih elementov z zgoščevanjem mreže konver-
gira h končnim vrednostim, ki se dobro ujemajo z analitičnimi rešitvami. Največje
odstopanje od analitične rešitve, ki ga opazimo pri 5. lastni frekvenci, znaša 3, 6 %.
Popolnega ujemanja med rešitvami ni mogoče pričakovati, saj je formulacija končnega
elementa izpeljana na triosnem napetostno deformacijskem stanju, medtem ko je ana-
litična rešitev zapisana na enoosnem primeru z mnogimi predpostavkami. Konvergenca
rešitve je prikazana na sliki 4.2.
● ● ● ●




















● f1 ■ f2 ◆ f3 ▲ f4 ▼ f5
Slika 4.2: Konvergenca rešitve v odvisnosti od števila končnih elementov.
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4.1. Validacija linearne formulacije končnega elementa
Potek krivulj v diagramu je pričakovan, saj se z večanjem števila elementov približujemo
odzivu zveznega sistema, medtem ko se konstrukcija pri majhnem številu elementov
vede preveč togo. Konvergenca rešitve je relativno počasna, kar lahko pripǐsemo iz-
brani formulaciji končnega elementa in principu numerične integracije. Uporabili smo
tridimenzionalni končni element s prostostnimi stopnjami v obliki pomika in linearno
aproksimacijo primarne spremenljivke. Numerično integracijo pri izračunu masne in
togostne matrike elementa pa smo izvedli na nivoju osmih integracijskih točk, kar
imenujemo polna integracija. Opisani tip elementa pri analizi upogibnih nihanj izka-
zuje t. i. strižno zaklepanje, kar povzroča navidezno povečanje togosti. Za hitreǰso
konvergenco bi morali uporabiti drugačen tip elementa oz. način numerične integracije.
Na začetku poglavja smo na podlagi predpostavke, da so lastna deformacijska nihanja
nosilca v področju najnižjih frekvenc upogibna, validirali formulacijo končnega ele-
menta. Z grafičnim prikazom lastnih vektorjev na sliki 4.3 lahko pokažemo, da imajo





Slika 4.3: (a) 1. lastna oblika (b) 2. lastna oblika (c) 3. lastna oblika (d) 4. lastna
oblika (e) 5. lastna oblika (f) 6. lastna oblika
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4. Rezultati in diskusija
4.2. Validacija metode sklapljanja in redukcije
Nosilec, ki smo ga obravnavali v poglavju 4.1., smo razdelili na dva dela, kot je prikazano
na sliki 4.4. Z uporabo Craig-Bamptonove metode smo izvedli redukcijo prostostnih
stopenj pri vsaki izmed podstruktur. Nato smo podstrukturi sklopili z metodo skla-
pljanja, ki je predstavljena v poglavju 3.5. Geometerijski in materialni podatki, ki smo






Slika 4.4: Podstrukturi nosilca.
Preglednica 4.3: Geometrijski in materialni podatki podstruktur.
L1 [m] 1,2
L2 [m] 0,8
B1 = B2 = B [m] 0,06
H1 = H2 = H [m] 0,04
E [GPa] 200
ρ [kg/m3] 7850
V preglednici 4.4 je prikazana primerjava rezultatov, ki jih dobimo z numerično analizo
celotne strukutre in rezultatov, ki jih dobimo z delitvijo na dve podstrukturi. Pri vsaki
izmed podstruktur smo izvedli redukcijo notranjih prostostnih stopenj z upoštevanjem
različnega števila lastnih oblik (LO).







3 LO 5 LO 7 LO 10 LO
f1 [Hz] 50,07 54,11 54,07 54,07 54,07
f2 [Hz] 78,95 80,74 79,01 78,95 78,95
f3 [Hz] 148,72 148,93 148,86 148,73 148,73
f4 [Hz] 216,42 311,68 216,75 216,44 216,44
f5 [Hz] 290,61 319,02 291,69 290,69 290,80
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4.3. Odziv geometrijsko nelinearne strukture
Konvergenca rešitve je prikazana na sliki 4.5. Opazimo lahko pričakovan rezultat, da
je za želeno natančnost izračuna v področju vǐsjih lastnih frekvenc potrebno upoštevati
več lastnih oblik, medtem ko izračun nižjih lastnih frekvenc zadostuje uporaba manǰsega
števila lastnih vektorjev.
● ● ● ●
■ ■ ■ ■














● f1 ■ f2 ◆ f3 ▲ f4 ▼ f5
Slika 4.5: Konvergenca rešitve v odvisnosti od števila upoštevanih LO.
Dimenzija masne in togostne matrike v primeru analize celotne strukture je enaka
6030x6030. Z uporabo metod redukcije in sklapljanja smo velikost matrik sklopljene
strukture pri upoštevanju desetih lastnih oblik zmanǰsali na dimenzijo 65x65. Vrednosti
lastnih frekvenc, ki smo jih dobili po omenjenih metodah, se dobro ujemajo, razlike
pa se povečujejo z naraščanjem frekvence. Največje odstopanje pri redukciji z desetimi
lastnimi oblikami pri 5. neničelni lastni frekvenci znaša 0, 19 Hz oz. 0, 07 %, kar je v
večini primerov inženirske prakse zanemarljivo.
4.3. Odziv geometrijsko nelinearne strukture
Validacijo linearne formulacije končnega elementa smo prikazali na nivoju lastnega od-
ziva strukture. Pri prehodu na geometrijsko nelinearno formulacijo lastnih frekvenc
in lastnih vektorjev ne moremo enolično določiti, saj so ti odvisni od trenutne defor-
macije. V tem poglavju bomo obravnavali odziv enostransko vpete palice, ki je osno
obremenjena silo F (t) (slika 4.6).
Odziv palice bomo izračunali z uporabo tridimenzionalnega in enodimenzionalnega
končnega elementa. Rezultate smo primerjali na nivoju enega končnega elementa, saj
je reševanje sistema enačb v tridimenzionalnem prostoru sicer prezahtevno za izračun
v sprejemljivem času. Linearne in nelinearne sisteme diferencialnih enačb smo reševali
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4. Rezultati in diskusija
z uporabo vgrajenih funkcij solve ivp v programskem okolju Python in NDSolve v pro-
gramskem okolju Wolfram Mathematica.
Harmonsko vzbujanje z osno silo F (t) predstavimo z enačbo:
F (t) = F0 sin(2πfvt), (4.1)
kjer je frekvenca vzbujanja enaka fv = 50 Hz, amplituda pa F0 = 25 MN. Ampli-
tuda vzbujanja je zelo visoka in ni fizikalno smiselna, vendar je določena z namenom
prikaza razlik v odzivu linearnega in nelinearnega sistema. Upoštevani geometrijski in








Slika 4.6: Osno obremenjena palica.







4.3. Odziv geometrijsko nelinearne strukture
Na slikah 4.7 in 4.8 je prikazan odziv palice na mestu obremenjevanja. V prvem primeru
je potrebno pri izračunu rešiti sistem 12-ih nelinearnih diferencialnih enačb, medtem
ko v drugem primeru rešujemo le eno diferencialno enačbo. Uporabljeni funkciji za
reševanje diferencialnih enačb temeljita na iterativnem reševanju, ki je v primerjavi z
reševanjem linearnega sistema mnogo počasneǰse. Pri reševanju smo uporabili implici-
tno metodo integracije, ki v primerjavi z eksplicitnimi metodami praviloma hitreǰsa, a
manj natančna.







Linearni odziv 3D Nelinearni odziv 3D
Slika 4.7: Odziv z enim elementom (3D).







Linearni odziv 1D Nelinearni odziv 1D
Slika 4.8: Odziv z enim elementom (1D).
Kljub redukciji problema iz tridimenzionalnega v enodimenzionalni prostor sta si odziva
konstrukcij zelo podobna, zato lahko trdimo, da sta modela ekvivalentna za obravnavo
osnih obremenitev. V nadaljevanju bomo prikazovali rezultate, izračunane z enoosno
formulacijo končnega elementa.
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4. Rezultati in diskusija
Na sliki 4.9 je prikazan odziv točke na mestu obremenitve z diskretizacijo 20-ih končnih
elementov. Opazimo lahko, da je amplituda odziva nelinearnega sistema v primerjavi
z linearnim v nateznem področju manǰsa, v tlačnem področju pa nekoliko večja. Iz
tega sklepamo, da se togost geometrijsko nelinearne osno obremenjene palice v nategu
poveča, v tlaku pa zmanǰsa. S primerjavo slik 4.8 in 4.9 lahko opazimo tudi, da se odziv
osno obremenjene strukture le malo spreminja z gostoto mreže končnih elementov.







Linearni odziv 1D Nelinearni odziv 1D
Slika 4.9: Odziv z več elementi (1D).
Trditev o spremembi togosti lahko argumentiramo tudi s strukturo togostne matrike
nelinearne formulacije končnega elementa. Iz enačbe za izračun vektorja notranjih
elastičnih sil (3.54) lahko izrazimo nelinearno togostno matriko sistema:
KNL,1D(u1, u2) =







Z ovrednotenjem izraza 4.2 v primeru tlačne in natezne deformacije ter nedeformirane
konstrukcije dobimo:

























4.4. Redukcija geometrijsko nelinearne strukture
4.4. Redukcija geometrijsko nelinearne strukture
V tem poglavju bo prikazana primerjava odzivov linearnega in geometrijsko nelinear-
nega nosilca. Modele reduciramo s transformacijo v modalni prostor z metodo mo-
dalnega odreza. Problem popisuje sistem nevezanih diferencialnih enačb v modalnem
prostoru, zato rešitev predstavljajo funkcije modalnih koordinat, ki so za prve tri lastne
oblike prikazane na sliki 4.10. Opazimo lahko, da je prva lastna oblika zelo izrazita.
Lastne oblike vǐsjega reda imajo manǰse amplitude, a vsebujejo pomemben del informa-
cije o celotnem odzivu. Slednje je razvidno iz primerjave odzivov z različnim modalnim
odrezom.










Slika 4.10: Modalne koordinate.
Za transformacijo v prostor fizikalnih koordinat uporabimo enačbo (2.31). Na sliki 4.11
je prikazana funkcija pomika točke na mestu obremenitve z upoštevanjem ene lastne
oblike, na sliki 4.12 pa z upoštevanjem treh lastnih oblik. Krivulji v svetleǰsi modri in
oranžni barvi predstavljata rešitev nereduciranega sistema enačb, krivulji v temneǰsi
modri in rdeči barvi pa odziv reduciranega sistema. Opazimo lahko, da se odstopanje
med krivuljami reduciranega in nereduciranega odziva pri linearnem in nelinearnem
sistemu z večanjem števila upoštevanih lastnih oblik zmanǰsuje.







Lin. Nelin. Lin. - redukcija Nelin. - redukcija
Slika 4.11: Odziv z upoštevanjem ene lastne oblike.
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Lin. Nelin. Lin. - redukcija Nelin. - redukcija
Slika 4.12: Odziv z upoštevanjem treh lastnih oblik.
Na sliki 4.13 je prikazana primerjava odziva reduciranega in nereduciranega linearnega
sistema, na sliki 4.14 enaka primerjava za primer nelinearnega sistema. Na obeh dia-
gramih lahko opazimo dobro ujemanje med krivuljama. Tak rezultat je nepričakovan,
saj smo pri redukciji nelinearnega sistema upoštevali samo modalne oblike prvega reda,
medtem ko smo vplive drugega reda, kot jih upošteva teorija modalnih odvodov (po-
glavje 2.4.3.), zanemarili.







Lin. Lin. - redukcija
Slika 4.13: Linearni odziv z upoštevanjem petih lastnih oblik.







Lin. Nelin. Lin. - redukcija Nelin. - redukcija
Slika 4.14: Nelinearni odziv z upoštevanjem petih lastnih oblik.
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4.4. Redukcija geometrijsko nelinearne strukture
Razlog za tak rezultat predstavlja narava geometrijske nelinearnosti, katere vpliv ra-
ste z velikostjo deformacije. Do tega mesta smo obravnavali palico z materialnimi
lastnostmi jekla pri velikih obremenitvah. Izkaže se, da je geometrijska nelinearnost v
takem primeru majhna in uporaba linearne redukcijske matrike poda zadovoljive re-
zultate.
Neustreznost linearne metode redukcije se izkaže pri obravnavi z materialnimi la-
stnostmi gume, ki so prikazani v tabeli 4.6. Frekvenco vzbujanja fv = 50 Hz smo
ohranili, amplitudo harmonske obremenitve pa smo zmanǰsali na F0 = 800 N.
Preglednica 4.6: Materialni podatki za gumo.
E [MPa] 7
ρ [kg/m3] 1200
Rezultat izračuna z upoštevanjem petih lastnih oblik je za linearni odziv prikazan
na sliki 4.15, za nelinearni odziv pa na sliki 4.16.






Lin. Lin. - redukcija
Slika 4.15: Linearni odziv - guma.







Nelin. Nelin. - redukcija
Slika 4.16: Nelinearni odziv - guma.
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4. Rezultati in diskusija
Pri odzivu nelinearnega sistema lahko na mestu največje (absolutne) vrednosti pomika
opazimo občutno odstopanje med krivuljama reduciranega in nereduciranega sistema.
Za primer analize prožnih struktur moramo poleg formulacije končnega elementa mo-
dificirati tudi metodo redukcije. Uporabimo lahko razširjeno redukcijsko metodo, kot
je razširjena Craig-Bamptonova metoda, predstavljena v poglavju 3.3.2..
Drugi način redukcije nelinearnih sistemov predstavlja metoda posodabljanja, pri ka-




V naslednjih točkah so predstavljeni sklepi, ki jih lahko naredimo na podlagi predsta-
vljenih postopkov reševanja problemov in pridobljenih rezultatov:
1. Metode za analizo nelinearnih dinamskih sistemov so v primerjavi z linearnimi
na nivoju teoretičnega ozadja in implementacije zahtevneǰse, kar se odraža na
dolgih računskih časih reševanja nelinearnih sistemov diferencialnih enačb.
2. Izpeljano formulacijo linearnega končnega elementa smo validirali z analitičnimi
rezultati. Pokazali smo, da uporabljena metoda numerične integracije ni primerna
za analizo upogibnih nihanj, kar se odraža v počasni konvergenci rešitve.
3. Pokazali smo, da z uporabo linearnih metod redukcije in sklapljanja znatno
zmanǰsamo velikost sistema enačb za popis odziva konstrukcije, kar se odraža
na kraǰsem računskem času. Pri tem se v obravnavanem frekvenčnem območju
rezultati glede na analizo celotne strukture v okviru inženirske natančnosti ne
razlikujejo.
4. Računanje odziva geometrijsko nelinearnega sistema z uporabo razširjene formu-
lacije tridimenzionalnega končnega elementa je računsko zahtevno, zato smo uve-
dli poenostavitev na enoosno formulacijo končnega elementa. Na primeru osno
obremenjene palice smo pokazali, da izpeljani formulaciji podata ekvivalentne
rezultate.
5. Pri obravnavi odziva geometrijsko nelinearnega sistema smo na primeru pokazali,
da se geometrijska nelinearnost odraža v spremembi togosti glede na trenutno
deformacijsko stanje. Ugotovili smo, da je uporaba linearnih metod za redukcijo
geometrijsko nelinearnih sistemov v območju zmernih deformacij upravičena, saj
omogoča dober popis nelinearnega odziva.
6. Analiza z materialnimi lastnostmi polimernega materiala je pokazala, da v območju
velikih deformacij uporaba linearnih metod redukcije ni ustrezna. V takih prime-




Magistrsko delo predstavlja uvod v nelinearne metode na področju dinamike podstruk-
turiranja. Poznavanje tovrstnih metod je nujno za numerično obravnavo visoko prožnih
struktur, ki se v inženirski praksi s trendom zmanǰsevanja mase izdelka in uporabe po-
limernih materialov vse pogosteje pojavljajo.
Predlogi za nadaljnje delo
Delo bomo nadaljevali z iskanjem učinkoviteǰsih metod za reševanje nelinearnih sis-
temov diferencialnih enačb in ustrezne metode numerične integracije za obravnavo
upogibnih nihanj. Nadalje bomo raziskali tudi področje modalnih odvodov, katerih
razumevanje je ključno za implementacijo nelinearnih metod redukcije. Metode bomo
razširili tudi z upoštevanjem materialnih in kontaktnih nelinearnosti.
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